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GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — Sur les groupes continus de mouvements 
d'une variété quelconque à trois dimensions; Note de M. G. Rircer, pré- 


sentée par M. Darboux. 


« Riemann nous a appris à juger de la courbure d’une variété quel- 
conque V, dans le voisinage d’un point P, d’après la courbure de Gauss en P, 
de toute surface géodésique conduite dans V et passant par ce point. S'il 
s’agit d’une variété à trois dimensions, j'appellerai courbure riemannienne 
de V dans un point quelconque P(x,,æ,,æ,) el dans la direction /, qui va 
de P au point (x, + dx,, x, + dx,, x, + dx,), la courbure totale de la sur- 
face géodésique conduite dans V par P orthogonalement à /. Dans ce cas, 
on à une expression bien simple de cette courbure, que je désignerai par R. 

» Le numérateur de l'expression donnée par Riemann pour la courbure 
de Gauss de toute surface géodésique passant par P dépend de certains 
coefficients, qu’il désigne par les symboles (cc’, c’c"). Si l’on convient de 
considérer comme équivalents les nombres congrus par rapport à 3, ceux 
parmi ces coefficients qui ne sont pas nuls peuvent être réduits, au signe 
près, au type(r+1,r+2;S+1,S+2). 

» Soient 
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» Puisque les «,, sont symétriques par rapport à leurs indices, l'équation 
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a toutes ses racines réelles. Cette équation ayant un caractère invariantif, 


J appellerai ses racines invariants principaux de la variété V. Si a est un de 
ces invariants, les équations 
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déterminent une ou plusieurs directions, qui partent d’un point quel- 
conque P de V, et que j'appellerai directions ou directions principales déter- 
minées par l’invariant o. 

» Le problème qui a pour but de déterminer les conditions d’existence 
et les transformations infinitésimales génératrices du groupe continu de 
mouvements sans déformation d'une variété V à trois dimensions est inti- 
mement lié aux propriétés de ses invariants principaux et des directions 
principales correspondantes. J'ai résolu ce problème, mais je dois me 
borner ici à énoncer quelques-uns des résultats de ma recherche. 

» On voit d'abord que les invariants principaux de V sont aussi des inva- 
riants du groupe G et il s'ensuit que, pour que le groupe G soit transitif, il est 
nécessaire que les invariants principaux V soient constants. 

» Cette condition étant satisfaite, supposons d’abord que les trois inva- 
riants principaux, que l’on pourra désigner par w,, w,, w,, soient égaux. 
C’est le cas des espaces à courbure constante et l’on sait depuis longtemps 
que c’est aussi le seul cas dans lequel le groupe G est à six paramètres. 

» Supposons, en second lieu, w,=w,£w, et soient dx,, dx,, dx, les 
incréments à donner à %,, æ,, x,, pour que le point déterminé par ces 
coordonnées se déplace dans la direction principale déterminée par l’inva- 
variant w,. Posons 


_. BTE 
0) = Le , À — 2 pro 
(1) dà 
ST, iQ] 
| = s É 


(p,s) étant les coefficients bien connus de Christoffel. Pour que le groupe G 
soit à quatre paramètres, il faut et il suffit que l’on ait les identités 
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» Sices conditions ne sont pas remplies V peut comporter un groupe G 
à trois paramètres au plus. 

» Enfin, supposons o,, w,, w, tous distincts entre eux et désignons 
respectivement par dx,, Dx,, dx, les incréments des æ, selon les directions 
principales correspondant à w,, 6, w,. En conservant les notations (1), 
posons encore 
LES Dx; Ty 
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et désignons par p,, et v,, ce que deviennent les ?,, en substituant respecti- 
vement dans leurs expressions les et les v®) aux XP), 

» Les expressions 
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qui ont une signification cinématique assez simple, sont des invariants 
de G. On à un groupe transitif à trois paramètres, si ces invariants sont 
tous constants, et dans ce cas seulement. » 


GÉOMÉTRIE INFINITÉSIMALE. — Sur les invariants différentiels d’un système 
de m+1 points par rapport aux transformations projectives. Note de 
M. E.-O. Loverr, présentée par M. Darboux. 


« On sait que, dans ses travaux sur la théorie des groupes continus, 
M. Lie a montré qu'à Lout groupe de transformations correspondent cer- 
taines séries d’invariants différentiels définis comme solutions de certains 
systèmes complets. Ces systèmes complets sont formés en égalant à zéro 
les prolongements des transformations infinitésimales qui engendrent le 


groupe. 
» D’après la théorie générale de Lie, le deuxième prolongement 
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est déterminé par les équations 
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les coordonnées d’un système de m +1 points dans l’espace à 7 + 1 dimen- 
sions, et X,/, X,/, ..., les deuxièmes prolongements des (7 + 1)(n +3) 
transformations ponctuelles infinitésimales indépendantes, 
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qui engendrent le groupe projectif général dans l’espace à 7 +1 dimen- 
SIOns. 

» Tous invariants différentiels du second ordre du système (4) sont 
solutions du système complet des équations aux dérivées partielles du 
second ordre . 
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(Or, 
| r=(n+1)(n +35), 

où [X’°./ |; représente le résultat du remplacement, dans X;, de æ,,...,x, 
respectivement par æ9,..., ©, 


» L'étude de ce système complet (6) (!) montre que les 22 + 1 fonctions 
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(1) Voir ma Note dans le numéro d'août 1898, du Bulletin des Sciences mathé- 
matiques, de MM. Darboux et Tannery. 
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sont invariantes par rapport aux transformations du groupe projectif 


général dans l’espace à 7 +1 dimensions. 
» En notant que la relation (‘) 
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existe, où G; est la courbure gaussienne telle qu’elle a été généralisée par 
Kronecker (2), il est aisé d'obtenir l'interprétation géométrique suivante 
des invariants : 

» Prenez m +1 hypersurfaces arbitrairement choisies, sauf qu’une de ces 
hypersurfaces doit passer par chacun des m +1 points du système (4 ): 
soient P;, P;, H;, H;, respectivement les points (2%, ..., 2%), (æ9,..., æÿ 
et les hypersurfaces par ces points; Joignez P; par lignes droites à tous les 
autres points du système (4); soient 8; l’angle entre la normale à H; en P, 
et la droite P;P;, o, l’angle entre la droite P;P; et la normale à H; en P,;, 
ete, -.., 0, les rayons de courbure principaux de H; en P;; les expres- 
sions (7) montrent donc que les formes 
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sont constantes absolues. 
» Silesm+i points se trouvent simultanément sur une droite et sur 
une hypersurface du (m + 1 )°"° degré, on a 
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» En employant des recherches (*) de Casorati et de von Lilienthal dans 
la théorie de la courbure, les interprétations géométriques des inva- 
riants (7) peuvent être variées; ces autres formes, tout à fait simples dans 
l’espace à trois dimensions, sont très compliquées pour l’espace à dimen- 
sions plus hautes; ce fait est une autre confirmation de l'opinion (*) de 
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) Brez, Mathematische Annalen, Bd.VII. 

) Kronecker, Berichte der Berliner Akademie der Wissenschaften, 1869. 
*) Acta mathematica, t. XIV et XVI. 

*) Darsoux, Leçons sur la théorie générale des surfaces, t. , p. 365. 


2 


( 
( 
( 
( 


( 349 ) 
M. Darboux qui a caractérisé la courbure totale de Gauss comme la notion 
la plus importante pour la courbure en Géométrie. » 


GÉOMÈTRIE. — Sur la représentation conforme des variétés à trois dimensions. 
Note de M. Emxe Corrow, présentée par M. Darboux. 


« I. Une variété à n dimensions est définie si l’on se donne l’ensemble 
de nr variables x; et d’une forme quadratique de leurs différentielles, à 
discriminant différent de zéro (le ds? de la variété). Deux variétés à n di- 
mensions, æ, ds; x’, ds®?, sont dites applicables s'il est possible de déter- 
miner les æ en fonction des x’, de telle sorte que la substitution correspon- 
dante transforme ds? en ds'?. Deux variétés sont représentables conformément 
l’une sur l’autre s’il est possible de déterminer les x en fonction des +’, de 
telle sorte que ds? se transforme en ds'* à un facteur près indépendant des 
différentielles. 

» On sait par quelle suite d'opérations algébriques et de dérivations on 
peut reconnaître si deux variétés quelconques sont applicables l’une sur 
l’autre (‘). Je me propose de montrer ici comment le problème de la 
représentation conforme des variétés à trois dimensions se ramène au pré- 
cédent. D'une facon plus précise : à toute variété à trois dimensions, il est 
possible d’en adjoindre une autre, que nous appellerons variété principale, 
ne différant de la précédente que par le ds?. St deux variétés sont represen- 
tables conformement l’une sur l’autre, leurs variétés principales sont applica- 
bles et réciproquement. La détermination de cette variété principale se fait 
par des opérations toujours effectuables. 


» IT. Soient CRD a;; dx; dx; un ds? à trois variables, p une fonction 


quelconque de ces trois variables, A le discriminant de ds?, Considérons 
la forme do? — £? ds?, et calculons, pour cette forme ds?, le covariant que 
M. Christoffel, dans le Mémoire cité, désigne par T. On peut former six 
combinaisons A, linéaires et homogènes par rapport aux coefficients 
A, de F, et constituées de la façon suivante : Posons R — logo. L'expres- 


5 . —, augmenté d’une fonction entière par 
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rapport aux dérivées du premier ordre de R et aux dérivées des coeffi- 
cients a;; de ds?, rationnelle par rapport aux a;;. 


Sion A comprend le terme 


(*) Voir Curisrorrez, Journal de Crelle, 1. TO. 
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» Effectuons un changement de variables, en désignant par les mêmes 


notations, suivies d’accents, les éléments construits à partir du second sys- 
tème de variables. L'expression des A’ en fonction des À montre que : 


» La forme quadratique de différentielles : A(dx) DA dx, dx, est un 
covariant de do?. 

» III. Les coefficients de x(dx) dépendent encore de R, mais on peut 
former un covariant de d5? indépendant de R. Pour cela, rappelons que de 
tout système de deux formes quadratiques de différentielles covariantes il 
est possible de déduire un covariant cubique (à trois systèmes différents 
de différentielles) (). Appliquons ce résultat à ds? et à A(dx). La forme 
cubique obtenue ne dépend plus de R (ou de b). Je l'ai vérifié en prenant, ce 


qui est toujours possible, pour ds? la forme D dx?. Les calculs auxquels 


on est conduit sont ceux qui donnent les résultats indiqués dans une Note 
précédente (?). En résumé. : 

» À tout ds? à trois variables est attaché un covariant cubique de différen- 
tielles. Ce covariant reste inaltéré si l’on multiple ds? par une fonction quel- 
conque des trois variables. 

» On vérifie aisément que ce covariant est identiquement nul pour toute 
variété représentable conformément sur l'espace euclidien ordinaire, et récipro- 
quement. 

» IV. Dans le cas général, le covariant n’est pas identiquement nul; on 
peut en grouper les termes de manière à lui donner la forme 


Cd, dE, Dx) EE > Cx. (éj) Dx;(« T; dx ; — dx ; dT;). 
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La sommation s'étend aux valeurs 1, 2, 3 de l'indice # et aux combinaisons 
différentes (4) des indices 1, 2, 3 pris deux à deux. Ce covariant est donc 
une forme bilinéaire des variables Dæ, et dx;dx, — dx ;ÿæx,. (Ces variables 
s'expriment d’ailleurs linéairement en fonction des expressions Correspon- 
dantes relatives aux x’.) Mais il est facile de voir que 
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(°) Voir L. Braxonr, Lesioni di Geometria differensiale, p. 53. 
(?) Comptes rendus, 26 juillet 1895. 
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est un covariant de do? et constitue aussi une forme bilinéaire des Dæ, et 
des (dx; ÿx; — dx ;Dx;). Égalons à zéro le discriminant de ÀT + C. Les 
fonctions symétriques élémentaires des racines de l’équation en x obtenue 
ne sont pas loutes nulles ; chacune d’elles contient en facteur une puissance 


Le : : : ; : 
de ss d’exposant égal à son poids. On pourra donc déterminer p de façon 


que l’une de ces fonctions prenne la valeur 1. À cette détermination de 4 
correspond un ds? et un seul, soit dS?. L'ensemble x,, æ,, æ,, dS? consti- 
tuera /a vartété principale de x,, x, æ,, ds?, au point de vue de la représen- 
tation conforme. De ce qui précède résulte que : St deux variétés sont re- 
presentables conformément l’une sur l'autre, leurs variétés principales sont 
applicables. La réciproque est immédiate. 

» Il faut apporter quelques modifications à la méthode précédente pour 
résoudre le même problème pour les variétés à plus de trois dimensions. 
Une partie des résultats conserve une forme simple, ainsi que je le mon- 
trerai ultérieurement. » 


ÉLECTRICITÉ. — Sur les commutatrices. Note de M. P. JANET. 


« Dans une Note que j'ai eu l'honneur de présenter à l’Académie le 
20 juin dernier, j'ai étudié le fonctionnement d’une commutatrice dans le 
cas particulier où l'excitation était nulle; j'annonçais, en même temps, que 
je poursuivais une étude d'ensemble sur ces appareils. Je me propose de 
faire connaître aujourd’hui les principaux résultats auxquels je suis par- 
venu et qui ont été énoncés et développés dans mon enseignement de cette 
année à l’École supérieure d'Électricité. J'examinerai seulement la marche 
à vide, et je supposerai négligeables les pertes par frottements, hystérésis 
et courants de Foucault. Dans ces conditions, la commutatrice n’est pas 
autre chose qu’un moteur synchrone marchant à puissance nulle. 

» 1° Pour une excitation donnée, il existe une et une seule tension al- 
ternative aux frotteurs E, pour laquelle la tension continue E, recueillie 


aux balais soit dans le rapport théorique V2 à 1 : 
E, — V2 E,, 


» Cette tension continue E, est celle qui correspond, sur la caractéris- 
tique de la machine, à l'excitation donnée : elle est rigoureusement continue, 
et le courant est alors nul dans l’induit. L'ensemble de ces conditions 
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constitue ce que nous appellerons le fonctionnement normal de la commu- 


latrice. 

» 20 Si, sans changer l'excitation, on fait varier la tension alternative e, 
aux frotteurs, le rapport ÿ2 ne se maintient pas entre les deux tensions. 
La tension recueillie aux balais est alors une tension ondulée, analogue à 
celle que j'ai étudiée dans la Note précédemment citée, qui se compose 
d’une tension continue e, et d’une tension alternative e, de fréquence 
double de la tension donnée. 

» Sie, croît, c’est-à-dire si l'onae,>E,, e croît aussi, mais le rap- 


e : : s : n te : 
ort © est plus petit que 2; si, au contraire, e, décroit, c’est-à-dire si 
e 
a 


le 


< EF, e, décroiît, mais le rapport — est plus grand que V2 . 


2 

» Dans tous les cas, le courant n’est plus nul dans l’induit dès que 
CP DE 

» 3° Si, partant d’un fonctionnement normal, et maintenant constante 
la tension E, aux frotteurs, on fait varier l’excitation, la tension recueillie 
aux balais est, comme précédemment, une tension ondulée ; si l'excitation 
croit, la partie continue e, de cette tension croît aussi, mais en restant 
toujours plus petite que la tension relevée sur la caractéristique ordinaire 
de la machine ; si l’excitation décroît, la tension e, décroît aussi, mais en 
se maintenant plus grande que la tension relevée sur la caractéristique de 
la machine. 

» 4° Tous ces résultats s’établissent facilement en utilisant soit le dia- 
gramme donné par M. Blondel, pour l’étude des moteurs synchrones à ten- 


Ca 


sion constante et excitation variable, soit un diagramme analogue, dans 
lequel les lignes d’égales puissances sont des droites, pour le cas où l’exci- 
tation est constante et la tension variable. En dehors du fonctionnement 
normal, le courant alternatif qui circule dans l’induit, et qui est déterminé 
par les diagrammes précédents, donne naissance à un flux fixe quise com- 
pose avec le flux des inducteurs pour faire varier la tension continue e, sui- 
vant les lois précédemment énoncées; et à un flux tournant avec une 
vitesse double, qui donne naissance à la tension alternative e qui se su- 
perpose à e, pour donner aux balais une tension ondulée. 

» Il résulte de ce qui précède que, dans les commutatrices mono- 
phasées, il est essentiel de spécifier la nature du voltmètre dont on se sert 
pour la mesure des tensions (voltmètre à aimant ou voltmètre thermique). 
Dans les commutatrices polyphasées, il n’en est pas de même, le flux tour- 
nant dont il a été question n’existant plus alors. » 
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CHIMIE. — L’acide carbonique aimospherique. 
Note de MM. Arserr Lévy et H. Hexrier, présentée par M. Hautefeuille. 


« Nous avons montré, dans une précédente Note (!), que l'air atmo- 
sphérique renferme, avec de l’acide carbonique tout formé, des matières 
gazeuses carbonées susceptibles, en présence de l'oxygène et des alcalis, 
de se transformer en acide carbonique. d 

» Cette transformation n’est complète qu'après un contact assez pro- 
longé, ce qui explique les résultats si dissemblables (ils varient entre 25! 
et 100!! par 100% d'air) obtenus par les chimistes qui ont voulu doser 
l'acide carbonique atmosphérique. 

» Lorsque le contact est extrêmement court, c’est-à-dire lorsqu'on fait 
passer rapidement, bulle à bulle, l'air atmosphérique à travers une solu- 
tion étendue de potasse ou de baryte, on ne recueille que l'acide carbo- 
nique réellement existant. Nos dosages exécutés depuis vingl années ont 
permis, dans ces conditions, d'étudier les variations de cet acide durant le 
jour, la nuit, aux différentes époques de l’année. Ces résultats sont publiés 
dans les Annuaires de l’observatoire de Montsouris. Nous nous sommes 
assurés : 

» 1° Que tout l’acide était retenu, un second tube témoin donnant 
exactement le repère; 

» 2° Que l’approximation obtenue était inférieure à un demi-litre 
d'acide par 100" d’air; 

» 3° Que des solutions étendues des divers alcalis fournissent exacte- 
ment les mêmes résultats ; 

» 4° Que les variations de l'acide carbonique, variations dont nous 
avons affirmé la réalité, il y a plus de dix ans, n'avaient, en somme, qu'une 
amplitude assez faible. 

» Ainsi, nous prenons dans notre registre d’expériences les nombres suivants, 


relatifs à 100€ d’air : 
Paris, place Saint-Gervais. 


= 


: 2 > A 
1898. Mai 13. Double analyse : Potasse... 30,2 Potasse ./30;2 
30,3 30,3 
» 17. » » 20,9 » ; 
» 19. » » SNS) » EU 
» 21- » » OL: Barytés 0,0 
» 23. » » 2000 » Do 
» 25. » » 80:10 » 30,9 


(:) Comptes rendus, t. GXX VE, p. 1651; 1898. 


1898. 


Juillet 


» 
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» Si l’on recueille dans un ballon l’air débarrassé d’acide carbonique 
par son passage à travers un de nos tubes de potasse et n'ayant plus rien 
fourni à un second tube témoin et qu’on laisse cet air en contact, durant 
deux heures, avec une nouvelle solution de potasse, on constatera la pre- 
sence d’une nouvelle quantité d'acide carbonique. Cet acide carbonique com- 
plémentaire, que l'on pourrait obtenir ainsi au sortir des tubes d’absorp- 
tion, mais que nous préférons doser directement comme nous le disons plus 
loin, varie dans des proportions considérables; à certains jours, on n'aura 
que la quantité correspondant à 2, 3, 4 litres d’acide pour 100% d'air; 
d’autres jours, on obtiendra 10, 20, ..., 70 litres. Nous avons trouvé, 
le 2 août dernier, avec notre ballon, 114!* d'acide carbonique dans 100°° 
d’air, tandis que les tubes n’accusaient que 30", 0. , 

» Nous avons décrit, dans une précédente Note (!), notre procédé opé- 
ratoire, modifié depuis en quelques points : la solution initiale de potasse 
est de 75 par litre; l'acide destiné à la saturer est une solution acétique 
contenant 35 d’acide cristallisable par litre : l’alcali est abrité de l'air par 
une couche légère d’éther de pétrole. 

»y Nous nous sommes assurés : 

» 1° Qu'’une atmosphère artificielle, ne contenant que de l’acide carbo- 
nique tout formé, abandonnait à la potasse de notre ballon la totalité de 
son acide carbonique, apres dix minutes de contact; 

» 2° Que l'air atmosphérique donnait des résultats différents quand le 
contact était de dix minutes ou de deux heures ; 

» 3° Qu'un contact de deux heures était suffisant pour transformer en 
acide carbonique le carbone des matières gazeuses de l’air; les résultats ne 
varient pas quand le contact est prolongé durant plusieurs jours. 

» En conséquence, nous recueillons chaque jour, à la même heure 
(3"30" p. m.), au même point de la place Saint-Gervais (1" au-dessus du 
sol), un échantillon d'air dans deux ballons jaugés. Les titrages sont faits 
au bout de dix minutes pour le premier, au bout de deux heures pour le 
second. 


» Voici quelques-uns des résultats obtenus correspondant à 100% 
d’air : 


ô, 1 10 min. 2heures. Différences. Observations. 
In tn o lit lit lit 
Le 19,4 765,0 30,2 SOL 2,9 Temps couvert. Peu de vent. 
1 110,0 76,0 OT 36,6 SD Beau temps. Plein soleil. 


(") Comptes rendus, t, CXXIIT, p. 125; 1896. 
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; 1898. 6. P. 10 min. 2heures. Différences. Observations. 

mm "0 lit lit lit 

Juillet 16. 20,8 763,0 20 SI ST Beau temps. Plein soleil. 
DIS. 23.3 762,0 35,8 UT 3,6 Temps chaud et lourd. 
OCTO. 934:0 760,0 30,9 36,0 DAT Beau temps. Vent. 
PUR 10S 10,2 762,5 46,9 59,6 12,7 Prélevé l'air 230" après pluie d'orage. 
MOST. 0919 764,5 5478 8,9 4,6 Beau temps. 
D 20 0207 9 798,9 So 2 37,4 2 Beau temps. Un peu de vent. 
He De GREC 760,0 DO 44,7 10,7 Temps sombre. Grand vent. 
D ra D 764,2 500 43,6 8,3 Temps lourd et sombre. 
He 20: 29,9 763,8 39,1 39,4 0,3 Temps lourd ensoleillé. 
ar 1: 0 762,3 972 36,2 h,0 Beau temps. 
DR SR TE 760,2 SO St >> Beau temps, lourd et orageux. 
TUNIS 7 761,8 30,9 34; 3,8 Orage dans la nuit précédente. 
D 00 17,0 766,0 33,8 34,4 0,6 Temps sombre. Vent violent. 

Août 1: 23,9 763,3 38,7 1200 h,2 Beau temps. 
» OCT 762,0 57,9 114,0 56,1 Temps chaud. Travaux sur la place. 


» Les différences entre les deux résultats quotidiens donneront, nous 
l’espérons, d’utiles renseignements sur la quantité de ces matières gazeuses 
carbonées dont la présence intéresse l'hygiène urbaine. 

» Mais ces différences ne donnent actuellement que des minima, car il 
est bien certain, d’après les nombres mêmes que nous publions, que l’ac- 
tion des gaz carbonés s’exerce dans le ballon durant les dix premières mi- 
nutes. 

» Nous obtiendrions les différences exactes s’il était possible de com- 
parer les résultats obtenus au moyen des tubes avec les résultats obtenus 
par les ballons au bout de deux heures. On aurait déjà une approximation 
bien suffisante en retranchant de la lecture des ballons (deux heures) le 
nombre moyen, peu variable, représentant l'acide carbonique atmosphé- 
rique : nos Tableaux donneraient ainsi la quantité des gaz carbonés au 
moment de l'expérience. 

» Nous essayons, en ce moment, de doser d’une manière continue l’acide 
carbonique total en des points déterminés de la ville (place Saint-Gervais, 
observatoire de Montsouris). 

» Jusqu'à ce que nous soyons arrivés à ce résultat, nous continuerons à 
effectuer chaque jour, à la même heure, des prélèvements d'air en ces 
points. » 


A 3 heures et demie, l’Académie se forme en Comité secret. 


La séance est levée à 3 heures trois quarts. JB: 
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19 observatory, Greenwich, in the year 1895. London, Darling and Son, 
1897: “1 vol. in 40. 
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